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ATTEKINTO oE| Y

@® A mechanika teriiletei

® Mozgé pont helyzetének leirasa
® A mozgas sebessége

® A mozgas gyorsulasa

@ Az anyagi pont specialis mozgasai

® Hasznos linkek
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A MECHANIKA TERULETEI éE| [LHJ

A mechanika a testek mozgasaval és a mozgas (vagy nyugalom)
okaival foglakozik.

Mechanika
Kinematika Dinamika

|
| |

Statika Kinetika

A kinematika (mozgastan) a mozgasokat irja le,a mozgasok
okaival nem foglalkozik.

A dinamika (er6tan) a mozgas okainak leirasaval, illetve a mozgast
kivalté hatasokkal foglalkozik.

Az erGtan nyugvd rendszereket vizsgald teriilete a statika, mely az
egyensuly allapotat és feltételeit irja le.
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A dinamika masik teriilete a kinetika, amely a mozgasok okait
vizsgélja.

Jelen fejezetben az anyagi pont kinematikajaval foglalkozunk, a
merev test kinematikajat a kovetkezé modul taglalja.

DEFINICIO: ANYAGI PONT

Az anyagi pont olyan test melynek méretei a vizsgalat
szemszogébdl elhanyagolhatéak, mozgasa egyetlen pontjanak
mozgasaval jellemezhetd.
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A kinematikai vizsgalatok soran harom kérdésre keressiik a valaszt:
® Mi mozog?
® Hol mozog?
® Hogyan mozog?
A mozgé objektum tulajdonsaga szerint lehet:
® anyagi pont
® anyagi pontrendszer
® merev test
® merev testekb§l Ssszetett rendszerek

o deformalhaté testek, stb...
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oE| ¢
A palya vizsgalata megadja, hogy a mozgé objektum hol mozog.

DEFINICIO: PArya

Palyanak nevezziik a mozgé anyagi pont altal befutott térgorbét.

A palya alakja szerint az alabbi mozgasokroél beszélhetiink:
® egyenes vonali mozgas
® specialis sikmozgas (pl. a kérmozgas)
e iltalanos sikbeli mozgas
e jltalanos térbeli mozgas

A palya meghatarozott szakasza az (t, amelyet az anyagi pont
mozgasa soran a célszeriien kijeldlt A és B pontok kdzott befut.

B

Elmozdulas
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Az A és B pontokat 6sszekdtd /@ vektort elmozdulasvektornak
nevezziik.

A mozgas fontos jellemz8je a mozgas valtozasa (sebesség), amit az
id6egység alatt befutott Gttal jellemezziik. Eszerint a mozgas lehet:

e egyenletes (4llandé sebességii)
® egyenletesen valtozé (allandé gyorsulasi)
o egyenetleniil valtozé (valtozé gyorsulast)

A sebesség és a gyorsulas fogalmat késsbb targyaljuk
részletesebben.
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A MOZGO PONT HELYZETENEK LEIRASA oE|

Az anyagi pont helyzetét

a térben egy célszeriien rogzitett z
és iranyitott koordinata-rendszerhez —
képest kell megadni, illetve vizsgalni. '
Megallapodas szerint Descartes-féle
jobbsodrasia koordinata-rendszert

hasznalunk, melynek o V¥
O az origja és x, y és z a tengelyei. '
A ’ "

tetsz6legesen kivalasztott, de azutan
rogzitett koordinata-rendszerben
az anyagi pont pillanatnyi helyzete az

r:O?:xi—i—yj—l—zk

helyvektorral adhaté meg. A P(x,y, z) koordinataji pont jelzi az
anyagi pont pillanatnyi helyzetét.
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MOZGASTORVENY

A mozgastGrvény az anyagi pont helyzetét (a helyvektort az idé
fliggvényében) irja le:

r=r(t)

Amennyiben az r helyvektor az id6 fliggvénye, akkor &sszetevdi
(koordinatai) is azok, vagyis:

x =x(t),y = y(t),z = z(t)
Hengerkoordinatakkal kifejezve:

p=p(t),z=z2(t),¢ = (1)
llletve polarkoordinatakkal kifejezve:

r=r(t),¢=o(t), =Y(t)
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Adott idé alatt az anyagi pont altal befutott palyat
mozgaspalyanak nevezziik. A helyvektorok a mozgas soran
minden idépillanatban a mozgaspalya egy-egy pontjaba mutatnak,
azaz a mozgaspalyat a helyvektorok végpontjai irjak le.
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PALYABEFUTASI TORVENY

A mozgaspalya ismeretében az anyagi pont mozgasa egyértelmiien
megadhaté egy el6jeles skalar-skalar fliggvénnyel is. Ezt
palyabefutasi térvénynek nevezziik:

s = s(t)

A s=s(t)
4 r=r(t) T

ro=r(t,)
r=r(t)
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A mozgas palyaja minden esetben valamilyen térgdrbe, amely OEl ILHJ
hataresetben lehet egyenes vagy akar kor is. A térgdrbe egy
tetsz8legesen valasztott P pontjaban értelmeziink harom egymasra
mer6leges egyenest, illetve sikot.

térgérbe
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ERINTG EGYENES

Az érint8 egyenes nem mas, mint a térgdrbe AB szel6jének
hatarhelyzete, amikor B tart A-hoz. A szel§ iranya:

Ar=r—n
Ennek hatarértéke:
dr = lim Ar
B—A

mely érint& irdnyd vektor.
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ERINTG EGYENES

Az érint6 irany( egységvektor:
dr dr
e =— = —
|dr| ds

Az érints egyenes irdnyat és egyben a mozgas iranyat az e érintd
irany( egységvektor irdnya hatdrozza meg.

A normalsik a P pontot tartalmazd, érintére meréleges sik. Azon
egyenesek, melyek illeszkednek a P pontra és a normalsikban
helyezkednek el, a gérbe P pontbeli normalisai.

Az érintdsik a P ponton atmend, normalsikra mer&leges sik, mely
tartalmazza az érint8 egyenest.
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FONORMALIS

A normalsikban elhelyezked8, P ponton atmeng, érint6re meréleges
egyenes a f6normalis egyenes.

NORMALVEKTOR

A normalvektor a fénormalis egyenes iranyaba mutaté vektor:

Eo de
n— ds = p—
&l s

ahol de az érint§ iranya egységvektor valtozasa, p a gorbiileti sugar. |
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| U
GORBULETI SUGAR

A gdrbéhez P pontban simulé kor sugara a gorbiileti sugar

P e

GORBULET

A gorbiilet a gorbiileti sugar reciproka, azaz a gorbének az
egyenestdl valé eltérését fejezi ki

d*r
ds?

p ds
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BINORMALIS EGYENES

A binormalis egyenes a P ponton 4tmeng, érintésikra mer6leges
egyenes.

BINORMALIS EGYSEGVEKTOR

A binormalis egységvektor a binormalis egyenes iranyaba mutaté
vektor:

REKTIFIKALO SIK
A binormalist és az érint6t tartalmazd sikot rektifikalé siknak
nevezziik.
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KISERO TRIEDER

Az anyagi pont mozgasidhoz hozzarendelhetiink egy Ggynevezett
természetes koordinata-rendszert, mely egységvektorai az imént
definialt e, n és e egységvektorok. Ezt a koordinata-rendszert kisérd
triedernek nevezziitk. Az érint6 egységvektor mindig a mozgas
iranyaba, a normalvektor pedig a gorbiileti kozéppont felé mutat.

z

A mozgé anyagi pont gyorsulasadnak vizsgalatat végezhetjiik kiséré
triéder segitségével, amellyel egyszeriibbé valik a vizsgalat.
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A MOZGAS SEBESSEGE oE|

SEBESSEGVEKTOR

A sebesség (idGegység alatt befutott (t) az anyagi pont
mozgasanak fontos jellemz&je. A sebességet vektormennyiségként
definidljuk, a sebességvektor a mozgastorvény idé szerinti elsé

derivaltja:
dr(t
LD
dt )
A sebességvektor iranya megegyezik az érinté irdnyaval.
v
e
r

(0]
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A sebességvektor nagysaga:

amennyiben |As| ~ | Ar|.
A sebesség az érint6 irany( egységvektorral kifejezve:

B dr dr ds
T dt  dsdt

= ve

A sebességvektor felirva koordinatas alakban:

*ﬂ*%—i—ﬂ—i—dk*vi—i—v'—i—vk*v—i—v—i—v
Tt de e g TR e
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A fenti egyenletbdl a sebesség komponensei:

.odx. L.
Vy = Vyl = —1 = XI

dt

. ody. .
\/y:VyJ:E :yJ

dz
L= v,k = 2k = sk
v v o z

A sebességvektor nagysaga:

v:|v|:1/v§—|—v3—|—v22
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HODOGRAF

A hodografot megkapjuk, ha a mozgaspalyahoz tartozé
sebességvektorokat egy pontbdl felmérjiik és a vektorok végpontjat
osszekatjiik.

zA v(t)
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A MOZGAS GYORSULASA

GYORSULASVEKTOR

A gyorsulas a sebesség id6 szerinti els6 derivaltja, vagy a

mozgastorvény id§ szerinti masodik derivaltja:

dv(t)  d?r(t)
dt  dt?

=r

A gyorsulasvektor a hodograf érintgje.

A gyorsulasvektor felirva koordinatas alakban:

X dv  d?r d2x.Jr d2y.Jr dzzk de.+ dvy_+ dvzk
= — = — = —F] —_— —_— = —] _— —_— =
dt  dt2  dt? a2’ T a2 dt a7 dr

=axi+ay,j+ak=ax+a, +a;
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A gyorsulasvektor komponensei tehat:

a Ny dve. d?x.
x = XI = — = —FI
dt dt?

. dv,. d%.

YT G T )
de dzz

z = Zk = 7k = —
32 =4 dt dt?

A gyorsulasvektor nagysaga:

a=la| = /a2 + a3 + aZ
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A GYORSULAS LEIRASA A TRIEDEREK SEGITSEGEVEL

A sebességvektort fel tudjuk irni a kovetkezé alakban:
v =ve

Ebbél a gyorsulasvektor:

_ﬂ_d(ve) dv ot de
- dt dt datt " Var

A masodik tagot at tudjuk alakitani a kdvetkezére:

de de ds n v2
=v—v=—n

VE ds dt )
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Tehat a természetes koordinata-rendszerben a gyorsulasvektor:

Doy +
a=—e —n = ace + apn
dt
ahol az a. az érint8 iranyd (tangencialis), az a, pedig a normal
iranyd (centripetalis) gyorsulds Gsszetevé.

P Ae e
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AZ ANYAGI PONT SPECIALIS MOZGASAI

A MOZGAS SZABADSAGFOKA

Egy mechanikai rendszer helyzetének egyértelmi megadasahoz
minimalisan sziikséges (egymastol fliggetlen) skalar mennyiségek
szama. Példaul robotkarnal a fiiggetleniil allithaté pozicié
komponensek.

Minden skalar kényszeregyenlet eggyel csdkkenti a mozgas
szabadsagfokat, pl.:

® egyenes vonall mozgas: S =1

® kdrmozgas (pl. inga): S=1

® sikmozgas: S =2
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KORMOZGAS

A kdrmozgas a sikmozgas egyik specialis esete. Kérmozgas esetén a mozgo
anyagi pont palyaja kér, melynek gorbiileti sugara (p = r) allandé.
A mozgastorvény hengerkoordinata-rendszerben a |r| = R jel6lést hasznalva:

y
r =r(t) = Rn(t) S n
e TN\
Ahol: .
j
n = icos(¢) + jsin(¢p) v
[0) i
A P pont sebessége:
. . dn d¢
=r = R = _—
v=r n a6 dt

Ahol a 22 = [29] szogsebesség, mely
az idGegység alatti szogelfordulast adja meg.
Illetve:

dn

dg = Tisin(6) +jeos(¢) = kxn
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KORMOZGAS (FOLYTATAS)

A behelyettesitéseket elvégezve:
v=Rwk xn=wkxr
A szigsebességet vektorként is értelmezhetjiik:
w = kw

Ekkor a szogsebesség vektor a korpalya sikjara merdleges.

Altalanos helyzetii kérmozgas esetén a sebesség:
V=wXr
Kérmozgas esetén a gyorsulas:
A=V=wXr4+wxr
Ahol az € a szdgsebesség id6beni megvaltozasa, a széggyorsulas:

E=w
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KORMOZGAS (FOLYTATAS)

€t és a v = w X r Gsszefliggeést felhasznalva a gyorsulas:
a=€eXr+wx(wxr)

A fenti egyenletet atrendezve:
a=exr+ (wr)w—wr

Mivel w L r ezért (wr)w = 0.
Tehat a P pont gyorsulasa:

a=exr—uwr

A fenti dsszefliggés els6 tagja a tangencialis (érintd iranya) gyorsulds, amely:
at = € X r = Ree

Az osszefiiggés masodik tagja pedig a centripetalis (normél iranyd) gyorsulés:

2
apn = —w'r
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ALTALANOS STKMOZGAS
Altalanos sikmozgas esetén az anyagi pont mozgas kdzben egy
meghatarozott sikban marad.

y A

(@) >
X

A sikmozgas szabadsagfoka S = 2 a z = 0 kényszer miatt.
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ALTALANOS SIKMOZGAS (FOLYTATAS)

Sikmozgas esetén a mozgastdrvény:
r=r(t)=xi+yj
A sebességvektor:

v:v(t):ﬂ:vxi—kvyj

dt
ahol
dx
Vx = vx(t) = E
dy

v = w(t) = dat
A sikmozgas gyorsulasa:

dv d?r . .
a:a(t):E:E:axl—ka”:aee—kann
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HASZNOS LINKEK oE|

Az alabbi két link segiti megérteni az anyagi pont mozgasat
interaktiv példakon keresztiil:
® https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/
ladybug-motion-2d

® https://phet.colorado.edu/en/simulation/rotation
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TARTALOM oE| Y

Az el6z6 blokkban a pontszerii testek mozgasanak leirasaval
foglalkoztunk. Most attériink azon testek mozgasanak leirasara,
melyek kierjedését mar nem hagyhatjuk figyelmen kiviil, ezeket
kiterjedt testeknek nevezziik. A kiterjedt testeken belil is az an.
merev testekkel foglalkozunk. A merev testek kinematikajat a
kovetkez6 felosztasban targyaljuk:

©® Merev test fogalma
® Szigsebesség
® Szbggyorsulas

@ Szabadsagi fok fogalma, mechanizmusok
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MEREV TEST FOGALMA oE|

Merevnek tekinthetd az a test, mely pontjainak tavolsaga mozgas
soran nem valtozik, vagyis barmely két pontjanak tavolsaga
idében allandé.

Merev test térbeli helyzete
megadhaté barmely 3 nem egy
egyenesbe esG pontjanak helyzetével.
A test helyzetét szemléletesebben
megadhatjuk egy tetsz6leges
pontjanak 3 koordinatajaval (pozicio)
és a test orientaciéjaval, mellyel

zZ
Ebbsl a definiciébdl
adédik, hogy merev test alakja, N
térfogata szintén valtozatlan marad. r, ‘
o\
.~
o
X




MEREV TEST MOZGASA oE|

Merev testek mozgasai

két elemi mozgasfajtabél tevédnek
Ossze. Ezek egyike a haladé mozgas
(transzlacid). Transzlaciés mozgas
soran a test minden pontja egymassal
parhuzamos, egybevagé palyat ir

le, a test orientacidja pedig nem valtozik.
A test mozgasanak leirasdhoz elegendd
egyetlen pontjanak mozgasat leirnunk.

A masik

mozgasfajta a tengely koriili forgas
(rotacid), amely soran a forgastengelyen
levé pontok pozicidja nem valtozik, a
test tobbi pontja pedig a forgastengelyre
merGleges sikokban kérpalydn mozog.
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SZOGSEBESSEG SIKMOZGAS ESETEN

Ha a mozgas soran létezik

olyan sik, amelyre meréleges iranyban a test
pontjainak nincs elmozdulasa, sikmozgasrél
beszéliink. Sikmozgas soran a test lehetséges
mozgasai: transzlaci6 az alapsikkal parhuzamosan,
illetve rotacié az alapsikra meréleges tengely koriil.

Merev test minden pontja egy bizonyos

tengely koriil ugyanazon szdgsebességgel forog,
maskiildnben a test alakjanak valtoznia kellene.
Igy definialhatjuk a szogsebességvektort, amely

® parhuzamos a forgastengellyel,

® iranya a forgas iranyabdl a jobbkéz szabaly
szerint,

® nagysaga pedig a forgdmozgas sebessége
rad/sec-ben.
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SZOGSEBESSEG SiIKMOZGAS ESETEN

Sikmozgast végz8 merev test mozgésallapotat egyértelmien
meghatarozza két pontjanak fiiggetlen mozgasa, illetve egy
pontjanak mozgasa és a test szogsebessége. A test két tetszdleges
pontjanak sebessége kdzott az alabbi Gsszefiiggés irhaté fel:

TETSZOLEGES PONTOK SEBESSEGENEK KAPCSOLATA

VB = Va +Ww X rap

ROBOTTECHNIKA ALAPJAI IV. MEREV TEST MOZGASA



PILLANATNYI TENGELY SIKMOZGAS ESETEN oE|

Sikmozgas esetén a lézetik olyan P pont, mely sebessége 0:

vp =0=va+w X rap
Tehat

va = —(w X rAp)

p Y

lgy rpa merGleges va-ra, nagysaga pedig A Az igy megkaphaté P
w

ponton atmend, az alapsikra meréleges egyenes minden pontjanak

sebessége 0, ezt a tengelyt pillanatnyi forgastengelynek nevezziik.
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SZOGSEBESSEG ALTALANOS ESETBEN

Ahogy barmilyen rotacié megadhaté egyetlen tengely koriili
forgatassal (lasd a tranformacidkat feldolgozé blokkban), a merev
test szabad mozgasa is leirhaté mint egyidejiileg egy
bizonyos tengely koriili forgas és egy haladé mozgas.

Azaz a test szabad mozgésa tekinthetd egy sikmozgas és ennek
alapsikjara mergleges iranya haladé mozgas eredéjének. A
pillanatnyi forgastengelyre meréleges sikot tekintjiik a sikmozgas
alapsikjanak, a pillanatnyi forgastengely iranyaba torténd
elmozdulast pedig a hozzdadott transzlaciénak.

Szabad mozgas esetén a pillanatnyi forgastengely meghatarozasa
eltér a sikmozgasnal targyaltaktdl, hiszen nincs mindig zérus
sebességii pont. A pillanatnyi forgastengelyt azon pontok alkotjak,
melyek sebessége meréleges az alapsikra, vagyis az alapsikkal
parhuzamos komponenese 0.
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SZOGSEBESSEG ALTALANOS ESETBEN

Szabad mozgas soran is igaz a sikmozgasnal megadott, test
pontjainak sebességére adott Gsszefiiggés:

TETSZOLEGES PONTOK SEBESSEGENEK KAPCSOLATA

VB = VA +w X rap

A fenti képlet alapjan merev test barmely pontjanak sebessége
megadhaté a test szdgsebessége és egy pontjanak sebessége
ismeretében. Tehat a test sebességallapota megadhaté egy
pontjara felirt vektorkett8ssel:

[w; vala
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MEREV TEST ELEMI MOZGASAI oE| Y

Vizsgaljuk a [w; va]a vektorkettdst:

O [0; va]a, tehdt w =0, va # 0: elemi haladé mozgas. Barmely
B pontot valasztva:

VB = VA +w X rap = va

@ [w;0]a: tehdt w # 0, va = 0: elemi forgdmozgas A-n atmend
pillanatnyi tengely koriil. Barmely B pont sebessége:

VB = VAo +WwW X rap = w X ras

© [w;va]a: tehdt w #0, va # 0 és w L va: elemi forgémozgas
de A nincs a pillanatnyi tengelyen. Ha P a pillanatnyi tengely
egy pontja:
vp=0=va+wXrap
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SzZOGGYORSULAS oE|

A merev test sebességallapotat leird képlet derivalasaval felirhatjuk
a test pontjainak gyorsulasa kozotti osszefiiggést:

agp=vg —apa+w X rag +w X Fap

A szOgsebesség id6 szerinti derivaltja a szdggyorsulas (e = w), és
fagp = w X rag, igy a pontok gyorsulasara felirhatjuk a kdvetkezs
egyenletet:

MEREV TEST PONTJAINAK GYORSULASA

ag=aa+exrag+wx(wxrap)
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SZABADSAGI FOK FOGALMA éE| [LHJ

MEREV TEST SZABADSAGI FOKA
Merev test szabadsagi fokanak nevezziik az Gsszes lehetséges
palyajanak leirasahoz sziikséges skalarfiiggvények szamat.

Merev test szabadsagfokainak szama szabad mozgas esetén 6,
hiszen pozicidja 3 skalarfigvénnyel adhaté meg (pl: [x, v, z]),
orinentacigjat szintén 3 skalarfiiggvény hatarozza meg (pl:
Euler-szdgek, vagy Roll, Pitch, Jaw).

A szabadsagi fokok szamat minden skalar kényszeregyenlet eggyel
csokkenti, ezt targyaljuk a tovabbiakban.
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KENYSZERMOZGASOK - SIKMOZGAS

Sikmozgas soran (melyet a blokk elején részletesen targyaltunk),
mint példaul egy asztalon szabadon elcsiiszé test, a test pontjainak
egyik koordinataja rogzitett, igy nem lehetséges az e tengely menti
eltolas (az alabbi abran z) és a masik két tengely kériili elforgatas
(az abran x és y). Ez alapjan a sikmozgast végz§ test
szabadsagfokainak szama: 6 — 3 = 3. Felirhatok a skalar

kényszerek:
4
v, =0
wxy =0 ,
. w
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KENYSZERMOZGASOK - MECHANIZMUSOK oE|

A tbb, készerekkel dsszekapcsolt merev testbdl allo rendszereket
mechanizmusnak nevezziik, a tagok kinematikai lancot alkotnak.
Altalaban a tagok egyike rogzitett, ezt allvanynak nevezziik. Az
kinematikai szempontbdl lényegtelen, melyik tagot jeldljiik ki
allvanynak. Az n tagd, 1 allvanyG mechanizmus szabadsagfokainak
szama 6(n — 1), melybdl levonandé az Sket Gsszekdtd kinematikai
parok kotottségeinek szama.
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MECHANIZMUSOK - CSUKLO oE|

A csuklés mechanizmus specialis

esete a sikmozgasnak, melyre j6 példa

a fizikai inga. Ebben az esetben a test csuklé
tengelyére es6 pontjainak pozicigja fix,

igy nem lehetséges a masik két tengely koriili ’ﬂ
forgatas. A mozgasra felirhaté kényszerek: /] 21
/ /
Y4 4
7 |
— ! [‘
VP,X - 0 ,, /
/' {
VP’y = 0 I' Ilw
;g
Vpz = 0 g
S ,I
wx =10 ~
wy =0

Ekkor a test szabadsagfoka:
6 —5 =1, vagyis az egyetlen lehetséges
mozgas a csuklé tengelye koriili forgatas.
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MECHANIZMUSOK - GOMBI MOZGAS oE|

GSmbi mozgas,

mely példaul két gdmbcsukléval ésszekstott
taggal valésithaté meg, a test egy pontjanak
pozicidja rogzitett, ekkor megengedett

mind a 3 tengely tengely koriili elforgatas. A
gbmbi mizgasra felirhaté skalar kényszerek:

VP x = 0
vpy =0
Vpz = 0

GOmbi mozgés szabadsagfoka igy: 6 —3 =3
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MECHANIZMUSOK - NEGYCSUKLOS
MECHANIZMUS

Az abran lathato, sikmozgast végzé négycsuklés mechanizmus
tipikus példa 6sszetettebb mechanizmusokra. A mechanizmus
szabadsagi fokat hatarozzuk meg tbb Iépésben, csuklérdl csukléra:

O Az (1) tagot az allvanyhoz egyszerii csuklét kéti, igy ahogy
mar belattuk, szabadsagi fokainak szama 1.
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MECHANIZMUSOK - NEGYCSUKLOS
MECHANIZMUS

@ A (2) szintén csukléval csatlakozik az (1) taghoz, és (3) tag a
(2) taghoz szintén, mely plusz 1-1 szabadsagi fokot jelent, igy
a (3) tagig felirt kinematikai lanc szabadsagi foka 3.
® A (3) tagot csukl6 koti a masik allvanyhoz, mely rogzit 2
térkoordinatat (a csuklé altal fixalt tovabbi 3 paramétert mar
az el6z6 tagok meghatarozzak), igy a teljes rendszer
szabadsagi foka: 3 —2 = 1.
Vagyis a ¢ szog beillitasa egyértelmiien meghatarozza az egész
mechanizmus térbeli helyzetét.

ROBOTTECHNIKA ALAPJAI IV. MEREV TEST MOZGASA
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CELMEGHATAROZAS OF| U

Dinamika:
® A mozgasok okai: erék, nyomatékok
® A rendszer mozgasegyenletei: differencialegyenletek

® Megoldasai adott kezdeti feltételekbdl: lehetséges palyak

ROBOTTECHNIKA ALAPJAI V. KINETIKA GYORSTALPALO



CELMEGHATAROZAS OF| U

Dinamika:
® A mozgasok okai: erék, nyomatékok
® A rendszer mozgasegyenletei: differencialegyenletek

® Megoldasai adott kezdeti feltételekbdl: lehetséges palyak

Robotok dinamikai modellezése:
e Mi a kapcsolat a csuklogyorsulasok és a csuklonyomatékok,
terhelések kozott?
o Cél: A megfelels csuklényomatékokat ne csak PID
szabalyozasbél, hanem viszonylag pontos modell alapjan
szamitsuk ki (feedforward).
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TARTALOM oE| Y

Az eddigiekben a kinematika a mozgasok, kényszerek leirasaval
foglalkozott. Ebben a diasorban a mozgasok okaival foglalkozunk,
meghatédrozva az anyagi pontok, merev testek mozgasegyenleteit.
Ezek megoldasai adjak a lehetséges mozgas palyajakat.

@ Anyagi pont dinamikaja, Newtoni axiémak

® Anyagi pontrendszerek tulajdonsagai

® Merev testek dinamikaja, tehetetlenségi nyomaték és szamitasa
O Rendszerek, kényszerek osztalyozasa

@ Masodfaju Lagrange-mozgasegyenlet
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Elméleti hattér



ANYAGI PONT DINAMIKAJA oE|

Anyagi pontok / testek mozgasallapotanak (sebességének)
megvaltoztatdsdhoz egy masik anyagi pont / test rahatésa sziikséges.

Ezt a hatast erének nevezziik. Mértékegysége Newton [N].

NEWTON I. AXIOMAJA

Egy anyagi pont nyugalomban van, vagy egyenes vonali, egyenletes
mozgast végez, ha nem hat ra erG.
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Azon vonatkoztatasi rendszereket, amelyekben az els§ axiéma teljesiil
inerciarendszernek nevezziik.

(Rendszerint viszonyitas kérdése. Példaul: a Fold j6 vonatkoztatasi
rendszer a mindennapi folyamatok leirasdhoz, a bolygék mozgasanak
leirasdhoz mar nem.)

Ha egy vonatkoztatasi rendszer inerciarendszer, akkor minden hozza
képest egyenes vonalli egyenletes mozgast végz6 rendszer inerciarendszer.
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Azon vonatkoztatasi rendszereket, amelyekben az els§ axiéma teljesiil
inerciarendszernek nevezziik.

(Rendszerint viszonyitas kérdése. Példaul: a Fold j6 vonatkoztatasi
rendszer a mindennapi folyamatok leirasdhoz, a bolygék mozgasanak
leirasdhoz mar nem.)

Ha egy vonatkoztatasi rendszer inerciarendszer, akkor minden hozza
képest egyenes vonalli egyenletes mozgast végz6 rendszer inerciarendszer.

A tovabbiakban rendszerint az egyes pozicidkat, sebességeket,
gyorsulasokat egy kiils6 inerciarendszerben irunk le, amit
vilagkoordinatarendszernek neveziink.

(A testhez rOgzitett, azzal egyiitt mozgé koordinatarendszer altalaban
nem inerciarendszer.)
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oE|

DEF. IMPULZUS

Az anyagi pont lendiilete (mashol: impulzusa, mozgasmennyisége, linearis
momentuma) alatt az alabbi mennyiséget értjiik: | = mr(t).

Ennek derivaltja I = mit(t) + mr(t), ami (feltételezve, hogy az anyagi pont
tomege alland6) | = mi(t) azaz a tdmeg és a gyorsulas szorzata.

ROBOTTECHNIKA V. KINETIKA GYORSTALP:



oE|

Az anyagi pont lendiilete (mashol: impulzusa, mozgasmennyisége, linearis
momentuma) alatt az alabbi mennyiséget értjiik: | = mr(t).

Ennek derivaltja I = mit(t) + mr(t), ami (feltételezve, hogy az anyagi pont
tomege alland6) | = mi(t) azaz a tdmeg és a gyorsulas szorzata.

NEWTON II. AXIOMAJA

Az anyagi pont impulzusanak derivaltja egyenl6 a ra haté erék eredgjével

i(t) = S Fi(t), azaz mié(t) = F(¢).
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oE|

Az anyagi pont lendiilete (mashol: impulzusa, mozgasmennyisége, linearis
momentuma) alatt az alabbi mennyiséget értjiik: | = mr(t).

Ennek derivaltja I = mit(t) + mr(t), ami (feltételezve, hogy az anyagi pont
tomege alland6) | = mi(t) azaz a tdmeg és a gyorsulas szorzata.

NEWTON II. AXIOMAJA

Az anyagi pont impulzusanak derivaltja egyenl6 a ra haté erék eredgjével

i(t) = S Fi(t), azaz mié(t) = F(¢).

NEWTON III. AXIOMAJA

Két anyagi pont kdlcsénhatasat leir6 er6k kézds hatasvonaliak és ellentétes
iranyGak.

Axiémak: megfigyelésekbdl szarmazé alapfeltevések, amelyek jol lefedik a
hétkdznapi tapasztalatokat. A Newtoni dinamika térvényei ezen axiémakbdl
kovetkeznek.
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PELDA: ANYAGI PONT oE|

Tekintsiik az 4bran
lathatd, g gravitacios gyorsulas mellett, k merevségii
rugora felfliggesztett, m tomegli anyagi pontot.
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PELDA: ANYAGI PONT oE|

Tekintsiik az 4bran
lathatd, g gravitacios gyorsulas mellett, k merevségii

rugora felfliggesztett, m tomegli anyagi pontot. oy k
TA xom ig
Rajzoljuk fel a szabadtest abrajat: , E = kz
csak a pontot, a ra haté erdket és TZ:/ '
a leirashoz hasznalt koordinatarendszert jelenitsiik meg. x¢ m
F,=mg
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PELDA: ANYAGI PONT oE|

Tekintsiik az 4bran
lathatd, g gravitacios gyorsulas mellett, k merevségii

rugora felfliggesztett, m tomegli anyagi pontot. ZTZ)y k
xom ig
Rajzoljuk fel a szabadtest abrajat: , E = kz
csak a pontot, a ra haté erdket és TZ:/ '
a leirashoz hasznalt koordinatarendszert jelenitsiik meg. x¢ m
F,=m
3 0 o= M9
Ekkor Newton Il. alapjan: m |y | = 0
b4 —kz — mg

Tehat: X =0, y =0 és mz = —kz — mg adja meg a
pont gyorsuldsat. Nyugalomban van, ha sebességei zérusak és
—kz — mg =0, azaz z = —mg/k.
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ANYAGI PONT KENYSZERMOZGASA

A kényszerek megkotéseket adnak az egyes koordinatakra, sebességekre,
gyorsulasokra és ezek biztositasara ismeretlen nagysagi kényszererék jelennek
meg a rendszerben. A mozgasegyenletekben igy egyarant vannak ismeretlenek
a gyorsulasok és az er6k kozott.

Tekintsiik az abran lathaté ingat ¢ kitéritett helyzetben.

/

wa(p m lg
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ANYAGI PONT KENYSZERMOZGASA

A kényszerek megkotéseket adnak az egyes koordinatakra, sebességekre,
gyorsulasokra és ezek biztositasara ismeretlen nagysagi kényszererék jelennek
meg a rendszerben. A mozgasegyenletekben igy egyarant vannak ismeretlenek
a gyorsulasok és az er6k kozott.

Tekintsiik az abran lathaté ingat ¢ kitéritett helyzetben.

Rajzoljuk meg a szabadtest abrat és hasznaljuk 7 /
a kisérs triéder koordinatarendszerrel azonos helyzetii 4ll6 &:’ 4
- alos e x em |g
koordinatarendszert. Jeloljék az egyes vektorok tangencialis,

normaélis és binormalis komponenseit t, n, b alsé indexek.
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ANYAGI PONT KENYSZERMOZGASA

A kényszerek megkotéseket adnak az egyes koordinatakra, sebességekre,
gyorsulasokra és ezek biztositasara ismeretlen nagysagi kényszererék jelennek
meg a rendszerben. A mozgasegyenletekben igy egyarant vannak ismeretlenek
a gyorsulasok és az er6k kozott.

Tekintsiik az abran lathaté ingat ¢ kitéritett helyzetben.

Rajzoljuk meg a szabadtest abrat és hasznaljuk 7 /
a kisérs triéder koordinatarendszerrel azonos helyzetii 4ll6 &:’ 4
- alos e x em |g
koordinatarendszert. Jeloljék az egyes vektorok tangencialis,

normaélis és binormalis komponenseit t, n, b alsé indexek.

Mivel a kényszer kdrmozgas, a normalis irany( gyorsulas: 7, = /1.

I —mgsin @
Newton Il. alapjan: m |#,| = | T — mgcosg
Py 0

igy Fb :0, Ft = —gsingp és T = mgcosgo_i_m,')/l-

Ezekbdl a vilagkoordinatarendszerbeli értékek is szamithatéak.
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MEREV TEST DINAMIKAJA

A merev test tekinthet6 mereven
Osszerbgzitett, végtelendl kicsiny (dm
tomegli) anyagi pontokbdl 4ll6 rendszernek.
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MEREV TEST DINAMIKAJA

A merev test tekinthet6 mereven
Osszerbgzitett, végtelendl kicsiny (dm
tomegli) anyagi pontokbdl 4ll6 rendszernek.

Az anyagi pontrendszernél hasznalt
Ssszegzések itt folytonos integralokkal
irhatéak le. Példaul [ rdm jelentése:

az egyes dm tomegii anyagi pontok
helyzetének a tomegiikkel silyozott Gsszege.
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MEREV TEST DINAMIKAJA

A merev test tekinthet6 mereven
Osszerbgzitett, végtelendl kicsiny (dm
tomegli) anyagi pontokbdl 4ll6 rendszernek.

Az anyagi pontrendszernél hasznalt
Ssszegzések itt folytonos integralokkal
irhatéak le. Példaul [ rdm jelentése:

az egyes dm tomegii anyagi pontok
helyzetének a tomegiikkel silyozott Gsszege.

Forgéasat a szogsebesség vektor

irja le, amivel az egyes pontjainak sebessége:

fa = fg + w X rpa és azok gyorsulasira: fa =fg + € X rpa + w X (w X rga),
ahol € = w a szbggyorsulas.
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MEREV TEST DINAMIKAJA

A merev test tekinthet6 mereven
Osszerbgzitett, végtelendl kicsiny (dm
tomegli) anyagi pontokbdl 4ll6 rendszernek.

Az anyagi pontrendszernél hasznalt
Ssszegzések itt folytonos integralokkal
irhatéak le. Példaul [ rdm jelentése:

az egyes dm tomegii anyagi pontok
helyzetének a tomegiikkel silyozott Gsszege.

Forgéasat a szogsebesség vektor

irja le, amivel az egyes pontjainak sebessége:

fa = fg + w X rpa és azok gyorsulasira: fa =fg + € X rpa + w X (w X rga),
ahol € = w a szbggyorsulas.

® Teljes tomege: m= [ dm

® Salypontja: rs(t) = [ rdm/m
® Salypontjanak sebessége: s(t) = [ ¥dm/m
® Salypontjanak gyorsulasa: ¥s(t) = [ fdm/m
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A test impulzusa: I(t) = [ #(t)dm = mis(t)

Az impulzus derivalt: 1(t) = mis(t)
Tekintsiink egy merev testet, amire F; er6k hatnak i =1,...,/

Jeldlje tomegét m, ezzel a salypontjanak gyorsulésa:

mit, = Z F,
%I SN——
FE
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MEREV TEST PERDULETE

PERDULET A SULYPONTRA

Perdiilet a salypontra:

7\'5:/(r—rs)xidm:/p><(i-5+wxp)dm:
mN——~—— m

P
:/pdmxing/px(wxp)dm: =
m m
=0

Osw(t)

V. KINETIKA GYORSTALPALO
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MEREV TEST PERDULETE oE|

PERDULET A SULYPONTRA

Perdiilet a salypontra:

7\'5:/(r—rs)xidm:/p><(i-5+wxp)dm:
mN——~—— m

P
:/ pdm><|"5+/ pX(wxp)dn=--=0Bsw(t)
m m
=0
ex *ny *sz
ahol @s(t) = |-Dy, ©, —D,, | asulypontra szamitott

_sz _Dyz ez
tehetetlenségi nyomatéki matrix a vilag koordinata rendszerben:

Ox = fm(p}% + pz)dm
Dy = [, pxpydm

a tovabbi értékek hasonléan.
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TEHETETLENSEGI NYOMATEK oE| U

A tehetetlenségi nyomaték értékei — a szogsebességhez, széggyorsulashoz
hasonl6an - fiiggenek a koordinitarendszertsl. A testhez képest mozgo
koordinatarendszerben az értékeik is valtoznak, ezért azt mindig a test

sulypontjahoz rogzitett, célszeriien valasztott orientacidju
koordinatarendszerben adjak meg.

Példaul egyszer(i testek tehetetlenségi nyomatékai
a tdmegkozéppontjukra, a hozzajuk rdgzitett

g
b
(¥, 7, ¢) koordinata rendszerben: @C—
) T
i
¢
R
h
n
¢

2 R _ b2+c2 _ az+c2 _ az+b2
Téglatest: ©y = m>5~, ©, = m*~5~, O, = m*35

2,42 2
3R+h’e _ mR

<

Henger: ©4 = ©, = m=5; 5

Gémb: ©, = ©, = O, = 218

A deviaciés nyomatékok zérusak: Dj = 0.
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DEF. TEHETETLENSEGI FOIRANYOK

Azt a (¢, 7, () koordinatarendszert, amelyben a tehetetlenségi nyomatékok
matrixa Oso diagonalmatrix (azaz a deviaciés nyomatékok zérusak) f6tengely
rendszernek, tengelyeit tehetetlenségi féiranyoknak nevezziik.

Adott Os tehetetlenségi nyomatéki matrix esetén:
® sajatvektorai a tehetetlenségi fétengelyek,

® a beldlik képzett R matrix az a koordinatarendszer-forgatas, amely a
fétengely rendszerbe visz,

® sajatértékei a f6 tehetetlenségi nyomatékok.
azaz @s = RO5oR™!, ha egy pont koordinatait (1,7,¢)-ban p, (x,y,z)-ben r
jeldli: r = Rp.
Adott Osg tehetetlenségi nyomatéki matrix esetén, egy vektorral valé
szorzashoz

® 3 vektort irjuk le a fétengely rendszerben,

® végezziik el a matrix-vektor szorzast,

® az eredményt transzformaljuk vissza,

azaz @v = R(@o(R"Vv))
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OSSZETETT TESTEK TEHETETLENSEGI
NYOMATEKA

STEINER-TETEL

Tekintsiink egy merev testet, amely tébb részbdl all. Ezek
stlypontjait jeldlje r;, tdmegeit m;, tehetetlenségeiket a
stlypontjukra (vilagkoordinata rendszerben) ©;.

Ekkor a test témege: m = ). m;,
salypontja: rs =" .rim;/m,
és ezekkel a test silyponti tehetetlenségi nyomatéka szamithaté
mint:
@s =) (©;+(rs—ri)(rs —r;) " m).

i
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Merev testre haté er8k: c')El @J
® tamadaspont ,P”
® hatasvonal ,i" i

A forgaté hatasa filigg
a hatasvonal és salypont tavolsagatdl (erdkar).
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Merev testre haté er8k: oc @J

e tamadaspont ,, P’ F/

® hatasvonal ,i” i L x P
A forgaté hatasa fiigg i kl
a hatasvonal és salypont tavolsagatdl (erdkar). S

Tekintsiink egy merev
testet, amire F; er6k hatnak r; tdmadasponttal

Jeldlje tdmegét m, silypontjara szamitott
tehetetlenségi nyomaték matrixat O, szogsebességét w,
szoggyorsulasat e.
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Merev testre haté er8k: oc @J

e tamadaspont ,, P’ F/

® hatasvonal ,i” i Lk P
A forgaté hatasa fiigg i kl
a hatasvonal és salypont tavolsagatdl (erdkar). S

Tekintsiink egy merev
testet, amire F; er6k hatnak r; tdmadasponttal

Jeldlje tdmegét m, silypontjara szamitott
tehetetlenségi nyomaték matrixat O, szogsebességét w,
szoggyorsulasat e.

Ekkor a testre haté er8k, nyomatékok és a test gyorsuldsa kdzotti
kapcsolat:

Gge—i—wXOSw:Z(r;—rs)xF;.

d i
)

Mg
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EROPAR — (FORGATO)NYOMATEK oE|

Erépar: két ers (F1 és Fo = —F;) amely

® azonos nagysagl, F/ d
® ellentétes iranya, a

® mas hatasvonali
F,
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EROPAR — (FORGATO)NYOMATEK oE|

Erépar: két ers (F1 és Fo = —F;) amely

® azonos nagysagl, FJ/ d
® ellentétes iranya, a
® mas hatdsvonali / -\

Nem mozditja el a salypontot: mf = F; + F, =0 B F,

Csak forgat: s = (r; —rs) x F1 +(ra —rs) x Fp =
(r1—r5—r2—|—r5)><F1:(r1—r2)><F1
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EROPAR — (FORGATO)NYOMATEK oE|

Erdpar: két er6 (Fy és F, = —F;) amely
® azonos nagysagl, F/ d
® cllentétes iranya, b
® mas hatasvonald N\
Nem mozditja el a stlypontot: mf = F; + F; =0 ) A/F‘z

Csak forgat: s = (r; —rs) x F1 +(ra —rs) x Fp =
(r1—r5—r2—|—r5)><F1:(r1—r2)><F1
® nagysaga : csak a hatasvonalak tavolsagatol és az erék
nagysagatol figg (F - d)
® iranya: merGleges a hatdsvonalak sikjara

A hatasat: nyomatéknak, mértékegysége: [Nm].

Pl. rotaciés csukléban a mozgaté nyomaték
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DINAMIKA ALAPTETELE MEREV TESTRE oE| Y

DINAMIKA ALAPTETELE MEREV TESTRE

Tekintsiink egy merev testet, amire F; er6k hatnak r;
tamadasponttal és My nyomatékok.

Jel6lje tdmegét m, stlypontjara szamitott tehetetlenségi nyomaték
matrixat @g, szogsebességét w, szdggyorsulasat e.

Ekkor testre haté erék, nyomatékok és a test gyorsulasa kozotti

kapcsolat:
mits = Z Fi,
%l ~——
Fe
Ose +w x esw:Z(r,’—l’s) X F;—}—ZMk.
p i k
@S ~ 7

Mg
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MOZGASI ENERGIA, TELJESITMENY oE|

Egy m tdmegli, v sebességii anyagi pont mozgasi energidja: T = 2mv’.
Egy m tomegii, ©s tehetetlenségi nyomitékd merev test mozgasi energiaja:
T=1[Pdm=1[ (is+wxp)dm=---=2imit+ tw Osw

DEF. F ERO TELJESITMENYE

Egy v sebességii anyagi pontra hat6 F er§ teljesitménye a v sebesség és az F
er6 skalaris szorzata: P = F7 - v.
Merev test esetén az er és tamadaspontja sebességének skalaris szorzata.

TELJESITMENYTETEL

A mozgasi energia derivaltja azonos a testre hat6 er6k eredgjének
teljesitményével: T = Pe.

Konnyen belathato: T = mv’v =F]v.

DEF. MECHANIKAI MUNKA

Az F er6 munkaja a tp és t; id6pontok kozott a teljesitményének integralja:
Wor = [, Pdt.
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POTENCIALIS ERO, POTENCIALIS ENERGIA

Azon F eréket, melyek munkaja csak a kezdeti és végs6 poziciétdl fiigg (és
fiiggetlen a bejart attdl) potencialisnak neveziink, mert létezik U potencial

fliggvény, amelynek gradienseként megadhaté a fiiggvény: F = —2Y.

Ekkor a két pont k6z6tt mozgatva az anyagi pontot az er6 munkaja a pontok
kozotti potencialkilonbség: Wor = U(r1) — U(ro).

Potencialis ersk:

® gravitaciés tér F; = —mge, — U = mgz (Ell.: —% =[00 —mgl])
® linearis rugd Fi = k(ra —r) — U = k(ra —r)>/2 (Ell.: —2Y = k(r2 —r).)

® clektrosztatikus tér, etc.
Nem-potencialis erék:

® csillapitas

® csiszé sarlédas

® etc.
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KENYSZEREK, RENDSZEREK OSZT.

IDEALIS KENYSZEREK
A kényszererdk teljesitménye zérus, tipusai:
® Stacioner geometriai kényszer: megadhaté mint f(r) =0
(csap, csukld, kotél)
® |nstacioner geometriai kényszer: fligg az id6tél is f(r,t) =0
(valtozé hosszisaga kotél)
® Stacioner kinematikai kényszer: megadhaté mint f(f,r) =0
(tapadasi sarlédas)
® |Instacioner kinematikai kényszer: fiigg az id6tél is f(f,r,t) =0

TETEL: MECHANIKAI ENERGIAMEGMARADAS

Ha egy mechanikai rendszerre csak potencialis erék és idealis kényszerek
hatnak, a mechanikai 6sszenergia € = U + T allandé.

Nemidealis kényszerek: pl. csiszasi sarlédas.

RENDSZEREK

® Holonom, ha csak geometriai kényszerek, egyébként anholonom.

® Szkleronom, ha csak stacioner kényszerek, egyébként reonom.

A tovabbiakban csak holonom, szkleronom rendszerekkel foglalkozunk.
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MASODFAJU LAGRANGE MOZGASEGYENLET oE|

Osszetett, tobb merev kényszerrel 8sszerdgzitett rendszerek (pl. robotkar)
esetén a Newton médszer alkalmazasa soran a kényszererék szama nagy
mértékben megnehezitheti a mozgasegyenletek levezetését, azonban az energia
alapi megkozelitések mint a masodfajo Lagrange mozgasegyenlet kézvetleniil
szolgaltatjak a diff. egyenletrendszert.

ALTALANOS KOORDINATAK

Tekintsiink egy mechanikai rendszert, és valasszunk N skalar koordinatat
(g1, ..., gn), amellyel leirhaté minden anyagi pont aktualis helyzete:

r = fl(qla 0oy qN))

M = fM(q17 oog) qN)7

és ezeket hasznalva nincs sziikség kényszerekre tetszéleges q, értékek esetén
kielégitik a kényszereket. (Lehetnek Descartes koordinatak, szgek, stb.)

Tobbféleképpen felvehets, megfelel6 valasztassal egyszeriisithetd a levezetés a
késébbiekben - csak hosszii gyakorlat utan.
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Ekkor ezekkel megadhaté a rendszer potencialis energiaja U = U(qu, .., gn)-

Az anyagi pontok sebessége megadhatd, mint
N

*IZZ%

n=1

n
q

N
. Ofu | .
v = E S| 9n
n=1 8q" q

igy a rendszer mozgasi energiaja is kifejezhet6 az altalanos koodinatakkal és
derivaltjukkal T = T(g1, .., 4n, g1, .., qn)-

oE|

Valamint azon erdk teljesitménye, amelyek nem kényszerer6k vagy potencialis

er6k is felirhatéak az altaldnos koordinatakkal:

K
P* = Flii=P"(d1,,dn, 1, -, aw),

k=1
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PELDA: INVERZ INGA

Tekintsiik a képen lathaté kocsit a hozza rogzitett az ingaval.

Csak sikmozgasokat

figyelembe véve a testeknek 3-3 szabadsagfoka

lenne (x, y irdany( mozgas, z koriili elfordulas).

A kicskocsi nem mozoghat y iranyba és nem fordulhat el

az aljzat és a gravitaciéval valé kdlcsdnhatasa miatt. A rudat
tart6 csap tovabbi 2 szabadsagfokot vesz el: az x,y iranyd
elmozdulasokat kényszerezi Gssze. Igy 6sszesen 4 kényszer hat a rendszerre, igy
az csak 2 szabadsagfokd.

Valasszunk 2 altaldnos koordinatat:

® x a kiskocsi silypontjanak helyét és
® o a riad vizszintessel bezart sz6gét.

Ezekkel minden megengedett pozicié leirhat6. Példaul a testek salypontjai:

n=[x 0 O]T, r = [x+1/2sing [/2cos¢p O]T,
A silypontok sebessége:
h=[x 0 0], f=[x+¢l/2cosp —¢lI/2sinp 0] .

és a rad szdgsebessége: w = [0 0 —¢]T
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PELDA: INVERZ INGA (FOLYTATAS)

A kocsi mozgasi energidja: Ty = Mx?/2.
A rid mozgasi energidja: T2 = m((%* + %' cosp)? + (% sinp)?)/2 + ©,¢*/2
Elhanyagolva a rad sugarat ©, = m/*>/12, igy
To = m(3® + $*1? /3 + xpl cos ©) /2
Ezzel a mozgasi energia: T =Ty + To = x2miM ’"+M 4 <p2 mi +xcpm’°°5“’

Potencialis energia (a rad stlypontjanak helyzetébdl): U = mg% cos .

Az F er§ teljesitménye: P* = xF

MASODFAJU-LAGRANGE MOZGASEGYENLET

Holonom mechanikai rendszerek (csak geometriai kényszerek) esetén,
megfelelSen valasztott (qu, .., gn) altalanos koordinatakkal leirt rendszer N
mozgasegyenlete megadhaté mint

40T 0T _,. oU
dt 04, 0g, " Ogn

(n=1..N)

. .-, . L .-, - *
ahol T a rendszer mozgasi energiaja és U a potencialis energiaja és Q; = ?92
i

az egyéb erSk teljesitményébdl szarmaztatott altalanos erd.
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PELDA: IVERZ INGA (FOLYTATAS)

Mozgasegyenlet az x altalanos koordinatahoz

Végezziik el a sziikséges derivalasokat:

9T = x(m+ M) + pris=e

%%—I :X(m—i—M)-}—@w _(PZW
oT _ ou _ op*

ox 0’ Ox 0> o = F .
Behelyettesitve: X(m + M) + gmicse _ p2midne _ p

Mozgasegyenlet az ¢ altalanos koordinatahoz

Végezziik el a sziikséges derivalasokat:
T __ . ml? - ml cos ¢
= PE T

e

doT __ - ml? gmlcosp . - mlsingp

dtop — P 3 XT3 Xp—>

T _ _ o >mlsing ou _ 1 oP* __
G, = —XPT5 T, 5, = —mgzsing, G = 0

Behelyettesitve: gé’”le + XM = mg L sing.

m—|—M m/czosap % _¢2m/52innp . 1
ml cos mi? .| _ I - 0
mlcos L %) mg 3 sin @
Réviden: M(q)q + f(q,q) = G(q)u

Vektoros alakban:

|7
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IMPLEMENTACIO PELDA

Irjunk MATLAB fiiggvényt, ami az aktualis (¢, @, x, x, F) értékek és (m, M, )
alapjan meghatarozza a ¢, X gyorsulasokat:

function [ddx,ddphi] = InvPend(phi,dphi,x,dx,F)
g=9.81; M=1; m=0.1; 1 = 0.4;
M_ = [m+M, m*l*cos(phi)/2;...
m*l*cos(phi)/2, mx1x1/3];
f = [F + dphi*dphi*m*1l*sin(phi)/2;...
m¥g*1/2*sin(phi)];
acc = M_ \f;
ddx = acc(l);
ddphi = acc(2);
end

Szamitsuk ki, hogy egyensilyi allapotban konstans er hat a rendszerre:

phi=0; dphi=0; x=10; dx=1; F=10;
[ddx,ddphi] = InvPend(phi,dphi,x,dx,F)

Az eredmény X = 9.7561[m/s?], ¢ = —36.5854[rad/s?], ami megfelel a
hétkdznapi tapasztatoknak: a kiskocsi el6re indul, az inga hatra lendiil.
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oE|
A kapott mozgasegyenletek mindig atirhatéak vektoros alakba:
M(a)i + f(a, d) = G(a)u, ahol
® M(q) a tehetlenségi matrix (szimmetrikus, sajatértékei pozitivak),
® f(q,q) a rendszer dinamikajat irja le,

® u kiilsé hatasok (bemenetek, zavarasok) vektora,

G(q) a kiilsé hatasok egyiitthatéi,
A gyorsulasok szamithatéak, mint G = —M~*(q) (f(q,q) + G(q)u)

MEGJEGYZES

Bar az eljaras szamitasigényesnek tiinhet, a levezetés joval egyszeriibb a
Newton-mddszer alkalmazasanal: az altalanos koordinatak bevezetésétdl, az
energiak és az altalanos teljesitmény felirasatél mar automatikusan
szarmaztathatéak a mozgasegyenletek.

A derivalasok, behelyettesitések a legtobb szimbolikus matematikai
programcsomagban (pl.: Wolfram Mathematica) elvégezhetSek.
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https://www.reddit.com/r/Mathematica/comments/3s11ya/using_mathematica_for_lagrangian_mechanics_and/

oE|
IPARI ROBOTKAR

Robotkar esetén a csuklokoordinatak rendszerint j6 altalanos koordinatak.

@ A Denavit-Hartenberg alakbél kdnnyen megadhat6 paraméteresen az
egyes szegmensek koz6tti transzformacié, valamint az egyes szegmensek
salypontjanak helyzete és az endeffektor helyzete.

@ A szegmensek szOgsebességei a csuklésebességekbdl, a szegmensek
silypontjainak sebessége derivalassal megadhaté.

@® Ezekkel a szegmensek potencialis és mozgasi energidja megadhato.

@ Tovabba a csuklékban a motor nyomatékai és az endeffektorra haté erdk,
nyomatékok altalanos teljesitménye is megadhaté.

Ezekbsl a masodfaji Lagrange-mozgasegyenlet kdzvetleniil szolgaltatja a
csuklékoordinatak gyorsulasait.

MEGJEGYZES

| \

Ezzel szemben felirva a Newtoni mozgasegyenleteket, 6-szor annyi egyenletet
kapunk, amelyek %—a csak a kényszererék és nyomatékok kifejezésével és
behelyettesitésével tiinik el.

N
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KONvvasANO gl

SIMONYI KAROLY

afizika

kultartorténete
A KEZDETEKTOL

SiMONYI KAROLY: A FI1zIKA KULTURTORTENETE

Simonyi Karoly, A fizika kultirtorténete: a kezdetektél a huszadik szazad
végéig. Budapest: Akadémiai Kiadé., 2011.
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